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14 MATERIAIS CONDUTORES

Objetivos deste capitulo

Finalizado o capitulo o aluno sera capaz de:

e entender a importancia do modelo de bandas nos mecanismos de condugao
elétrica;

e conhecer as principais propriedades dos materiais condutores;

e estudar o modelo microscépico da conducao eletrénica;

e conhecer conceitos tais como energia de Fermi, densidade de estados
permitidos, N(E), densidade de estados por unidade de volume, N,(E), Ne
(nimero de elétrons livres), ne densidade de elétrons livres;

e estudar algumas das caracteristicas dos materiais condutores relacionando
conceitos tais como R, p e 6 com as propriedades dos elétrons;

e aplicar conceitos tais como velocidade média e percurso livre médio dos
elétrons;

e estudar as caracteristicas dos metais e ligas metdlicas utilizados em
engenharia.

14.1 Introducao modelo microscépico |

Em contraste com a “rigidez” atdmica encontrada nos cristais i6bnicos apenas
diminuida por alguma desordem atdbmica nas imperfeicdes cristalinas, nos
condutores existe mobilidade eletrbnica entre os atomos. Nos metais a carga é
transportada por elétrons; em materiais ibnicos ela é conduzida por anions ou por
cations.

Os materiais condutores sao caracterizados por diversas grandezas dentre as
quais se destacam: condutividade, resisténcia ou a resistividade elétrica, coeficientes
de temperatura, potencial de contato e forca termoelétrica.

Resisténcia, R com uma dada tensdo, V: V = RI; R é influenciada pela
geometria da amostra e é proporcional ao comprimento, L do segmento e

. . < ~ L
inversamente proporcional a area de secéo reta, A: R = px.

A resistividade, p: p :M;[g-m]:mhos ou p Z—mevzmed
L ne-A

A condutividade, o, é o reciproco da resistividade: ¢ _1 [Q.m™.
p

Mobilidade de deslocamento: fornece uma medida da maior ou menor
facilidade com que o elétron pode deslocar-se através de um dado material e
depende da temperatura e do tipo de impureza presente nesse material (depende da
natureza do processo de espalhamento), é a relagdo entre a velocidade de
deslocamento por unidade de campo elétrico.

Mg =—" Uy =—
m, £
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A resistividade elétrica total : pwota = pi+ pr =1/c  Regra de Matthiessen que
nao é tdo exata a altas temperaturas e em altos niveis de impurezas. Acima da
temperatura de Debye, o, a componente térmica dos condutores &
aproximadamente linear. Nestas condi¢des, as resistividades elétricas de muitos
metais podem ser descritas aproximadamente pela Equacao

pT = poc (1 +oar(T-To))

onde p ooc = resistividade elétrica a 0°C; ar = coeficiente de temperatura da
resistividade, °C '; T = temperatura do metal, °C.

Nos metais alguns elétrons estdo capacitados a condutividade, o, e ela é
estabelecida nestes materiais pela mobilidade dos elétrons.

Fatores, tais como vibracbes térmicas ou impurezas, que introduzam
imperfeicbes cristalinas reduzirdo o caminho livre médio dos elétrons, e
consequentemente, diminuirdo a condutividade (aumento da resistividade).

Por outro lado, é destacada a aplicacées de materiais metalicos nas diversas
formas de geracdo de energia elétrica, entre outras a edlica, solar, termoelétricas,
hidroelétricas. Na etapa de geracado destaca-se o0 uso do ago para a construcao das
pas e eixo das turbinas e aqui interessa a resisténcia mecanica; nos geradores
(estator, rotor, coletores, barras estatéricas, etc.) é importante o uso do cobre
eletrolitico do qual interessa sua condutividade elétrica. Na etapa de transformacao
(elevacao da tensdo) destaca-se o uso de matérias ferromagnéticos utilizados para
fabricacdo do nucleo de chapas de aco silicio laminado a frio, e o cobre é usado
para os enrolamentos. Nas linhas de transmissdo e distribuicdo usa-se aco
galvanizado para a construcdo das estruturas e as linhas sdo constituidas de ligas
de aluminio, aco e cobre (resisténcia mecéanica, condutividade).

Os materiais empregados como condutores de corrente elétrica séao
classificados em dois grandes grupos a saber: materiais de elevada condutividade e
materiais de elevada resistividade.

Os materiais de elevada condutividade destinam-se a todas as aplica¢cdes em
que a corrente elétrica deve circular com as menores perdas possiveis, como é o
caso dos elementos de ligacdo entre aparelhos, dispositivos, etc, ou o de elementos
que devem dar origem a uma segunda forma de energia por transformacédo da
energia elétrica, como € o caso de bobinas. Os metais de alta condutividade sédo os
metais nobres, acrescidos de suas ligas.

Os materiais de elevada resistividade destinam-se, por um lado, a
transformacao de energia elétrica em térmica, como no caso dos fornos elétricos, e,
por outro lado para criar no circuito certas condicées destinadas a provocar quedas
de tensao, para se obter um ajuste as condicbes mais adequadas ao sistema, ou
ainda, pelo valor da sua resisténcia, para desviar convenientemente a corrente. Os
dois ultimos casos seriam representados pelos resistores, que, dependendo da
maneira como se ligam ao circuito, sdo elementos destinados a queda de tensédo ou
ao desvio de corrente.

14.2 Ligacoes metalicas - revisao

Os metais sado formados por ions positivos empacotados. Os elétrons
negativamente carregados mantém esses ions unidos. O numero de cargas
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positivas e negativas sdo exatamente iguais, uma vez que os elétrons se originam
de atomos neutros dos metais.

14.2.1 Propriedades caracteristicas dos metais

Os metais tém propriedades muito particulares resultantes do tipo de ligacéao
que esses elementos apresentam: conduzem a eletricidade e o calor, sdo maleaveis
e ducteis, possuem geralmente pontos de fusédo e de ebulicao altos.

A condutividade elétrica nos metais decorre do movimento dos elétrons, desta
forma, quando elétrons sdo adicionados a uma extremidade de um metal, outros
elétrons sdo simultaneamente retirados na outra extremidade. H4& uma enorme
diferenca na condutividade elétrica de metais e de qualquer outro tipo de sélido,
como pode ser verificar-se na Tabela 14.1.

Tabela 14.1 - Condutividade elétrica de varios sélidos.

A . L Condutividade
Substancia Tipo de ligacao (ohm/cm)
prata metalica 6,3x10°
cobre metélica 6,0x10°
s6dio metalica 2,4x10°
zinco metalica 1,7x10°
cloreto de s6dio iBnica 10”7
diamante molécula gigante covalente 10"
quartzo molécula gigante covalente 107"

Quando calor é adicionado a uma extremidade de um pedago de metal, o
resultado é um aumento de energia cinética média, tanto dos ions que vibram mais
intensamente como dos elétrons, que consequentemente se movem mais
rapidamente através do metal. Como foi estudado no capitulo anterior, a capacidade
de elétrons livres de transmitir energia térmica de uma extremidade a outra é
responsavel pela elevada condutividade térmica da maioria dos metais.

O brilho metalico também pode ser explicado pela presenca de elétrons livres
nesses elementos, assim, os elétrons do metal podem absorver energia da luz e
reemiti-la quando os elétrons voltam do estado excitado ao estado/posicdo normal.
Como a luz de todos os comprimentos de onda (cores) é absorvida e imediatamente
reemitida, praticamente toda a luz é refletida, ocasionando o brilho. Ou seja, numa
superficie lisa o metal reflete completamente a luz em todos os angulos (substancias
nao-metalicas também podem sofrer reflexao total, porém apenas em pequenos
angulos). A cor avermelhada e “dourada” do cobre e do ouro ocorre pela absorcao
maior de algumas cores em relacado a outras. Sabe-se também, que muitos metais
emitem elétrons quando expostos a luz, o que é conhecido como efeito fotoelétrico e
outros emitem elétrons quando irradiados com radiacées de comprimentos de onda
curtos e outros quando aquecidos. Este ultimo caso € denominado de emissao
termoibnica.

Por outro lado a maleabilidade e ductibilidade sdo propriedades mecanicas
tipicas dos metais consistindo na capacidade que o metal tem de ser forjado em
folhas finas e é a capacidade de ser estirado em fios respectivamente.
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14.3 Teorias de ligacao nos metais

Qualquer teoria adequada da ligacao metalica deve explicar tanto a ligacao
entre um grande numero de atomos idénticos num metal puro como a ligacao entre
atomos de metais diferentes. Além disso, a teoria deve esclarecer o porqué a grande
mobilidade dos elétrons.

14.3.1 Teoria dos elétrons livres

Essa teoria, proposta por Drude, em 1900 e aperfeicoada em 1923 por
Lorentz, sugeria que os metais eram constituidos por um reticulo de esferas rigidas
(ions positivos), “imersas” num "gas” de elétrons de valéncia que podiam se mover
através dos intersticios existentes no reticulo. Esse modelo explica o livre movimento
dos elétrons, sendo que a forca de coesao resulta da interacao dos ions positivos
com a nuvem eletrénica. Embora expligue de uma maneira qualitativa porque um
maior numero de elétrons de valéncia leva a uma maior energia de coesao, 0s
célculos quantitativos geram resultados muito aquém dos esperados.

14.3.2 Teoria da ligacao de valéncia

Tomemos como exemplo um metal simples como o litio, que possui estrutura
cubica de corpo centrado, com oito vizinhos. Um atomo de litio tem um elétron na
camada mais externa, que pode ser compartiihado com qualquer um de seus
vizinhos. O atomo de litio pode também, caso esteja ionizado, formar duas ligacoes.
Pauling sugeriu que a estrutura real é resultado da mistura de todas as estruturas
possiveis. Quanto maior o niumero de estruturas possiveis, menor sera a energia
porque a energia de coesdo que mantém os atomos unidos € grande. A energia de
coesdo aumenta do grupo 1 para o grupo 2 e deste para o grupo 14. Isso pode ser
explicado pela capacidade crescente dos atomos em formar ligagdes, dando um
namero ainda maior de estruturas possiveis. A presenca de ions poderia explicar a
condutividade elétrica, mas a teoria ndo é capaz de explicar a condugao do calor nos
sélidos, o brilho e nem a manutencao das propriedades metalicas no estado liquido
ou em solugao.

14.3.3 Teoria dos orbitais moleculares

Em torno de um nudcleo atémico, existe um conjunto de orbitais atémicos. A
estrutura eletrbnica de um atomo particular foi deduzida pela colocacdo de um
numero apropriado de elétrons neste conjunto de orbitais atbmicos, de modo que:

e nao mais que dois elétrons ocupassem um mesmo orbital;

e cada elétron fosse colocado no orbital disponivel de energia mais baixa;

e 0s elétrons fossem espalhados tanto quanto possivel, com os spins paralelos,
sobre os orbitais de mesma energia.

A teoria dos orbitais moleculares segue de perto este mesmo caminho. De
acordo com esta teoria, uma molécula contém um certo arranjo de nicleos atbmicos
e, distribuido sobre estes nucleos, ha um conjunto dos orbitais moleculares. A
estrutura eletrénica da molécula é obtida pela colocacdo do numero apropriado de
elétrons nestes orbitais moleculares, seguindo as mesmas regras aplicadas ao
preenchimento dos orbitais atdbmicos. Nesta teoria dos orbitais atdmicos, os elétrons
de valéncia sao tratados como se estivessem associados a todos os nucleos da
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molécula. Portanto, os orbitais atdmicos de &atomos diferentes devem ser
combinados para formar orbitais moleculares (OM).

A descricao desses orbitais deve ser encontrada na matematica da mecéanica
quantica. Segundo esta teoria, a solucdo da equacdo de onda de Schrodinger
consiste em uma série de fungdes de onda, y, cada uma das quais descrevendo um
orbital atébmico diferente. E préprio destas funcées matematicas que, quando
elevadas ao quadrado, possibilitam calcular a probabilidade de encontrar o elétron
em algum ponto do espaco ao redor do nucleo. Portanto, quando estas funcdes de
onda sdo somadas ou subtraidas, os novos orbitais que resultam tornam-se maiores
nas regides onde ambas as fungdes tém o mesmo sinal e menores nas regidées onde
elas sdo de sinais opostos. Na verdade, os novos orbitais sdo formados pela
interferéncia construtiva e destrutiva das ondas eletrbnicas correspondentes aos
orbitais.

Nao se tem uma descricdo precisa de quais sdo as formas destes orbitais
moleculares numa molécula ou num ion particular. O que parece ser uma descricao
aproximadamente correta é considera-los uma combinacdo dos orbitais atdmicos
que residem nos nucleos que constituem a moléculas. Estas combinacdes séo
construidas considerando-se as interferéncias construtivas e destrutivas das ondas
eletrénicas dos atomos na molécula. Isto é mostrado na Figura 14.1, para os orbitais
1s de dois nucleos idénticos. Deve observar-se que, quando as amplitudes de duas
ondas sdo adicionadas, o orbital molecular resultante tem uma forma que concentra
a densidade eletrénica entre os dois nucleos. Os elétrons colocados em tal orbital
molecular tendem a conservar os nucleos juntos e a estabilizar a molécula. Por essa
razao, este orbital € chamado orbital molecular ligante.

Interferéncia Antiligante
destrutiva eilimina
a densidade eletronica

entre os nicleos

Interferéncia
construtiva aumenta
a densidade eletronica
entre os nicleos

Figura 14.1 - Combinacao de orbitais atdmicos 1s, formando orbitais moleculares
ligantes e antiligantes.

Ligante

Observa-se na Figura 14.1 que um segundo orbital molecular é obtido por
interferéncia destrutiva das ondas eletronicas. Neste caso, produz-se um orbital
molecular de densidade eletrénica maxima fora da regido entre os dois ndcleos. Se
os elétrons de uma molécula sado colocados neste orbital molecular, eles ndo ajudam
a manter os nucleos juntos e, de fato, os nucleos desprotegidos repelem-se.
Conseqguentemente, os elétrons colocados neste orbital molecular tendem a
desestabilizar a molécula e o orbital é chamado antiligante.
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14.3.4 Modelo de bandas aplicado aos metais

O modelo de bandas de energia dos elétrons em metais solidos permite
compreender o mecanismo da condugéo elétrica nos metais. Os niveis eletrénicos
de energia para um atomo livre (como num gas, onde os atomos estdo
suficientemente afastados para que nao haja influéncia matua) ndo se aplicam ao
atomo no cristal, pois 0 potencial que caracteriza a estrutura cristalina € agora uma
funcdo periddica no espacgo, cujo valor em qualquer ponto € o resultado das
contribuicoes de todos os atomos. Quando o cristal é formado pelos atomos, os
niveis de energia dos elétrons das camadas mais internas de cada atomo ndo sao
afetados apreciavelmente pela presenca dos atomos vizinhos; entretanto, os niveis
de energia dos elétrons da camada mais externa s&o afetados consideravelmente,
visto que estes elétrons sdao compartilhados por mais de um atomo no cristal. Os
novos niveis de energia dos elétrons mais externos podem ser determinados por
meio da Mecanica Quéantica e sabe-se que o acoplamento entre os elétrons da
camada mais externa dos atomos resulta em uma banda de estados de energia
muito préximos, ao invés de niveis de energia muito separados do atomo isolado.

Tomando o litio (1s?2s') como exemplo, a teoria dos orbitais moleculares
sugere que os seis elétrons da molécula de Li, estdo dispostos nos orbitais
moleculares de tal forma que a formacdo de ligacao ocorre porque o orbital
molecular ligante esta completo e o correspondente orbital antiligante esta vazio.
Ignorando todos os elétrons internos, os OA 2s dos dois atomos de litio se
combinam para formar dois OM (um ligante outro antiligante). Os elétrons de
valéncia ocupam o OM ligante (Figura 14.2a).

Suponha que existam trés atomos de litio ligando-se para formar Li;. Haveria
a combinacao de trés OA 2s para formar trés OM (um ligante, outro nao-ligante e
outro antiligante). A energia do orbital ndo-ligante se situa entre a do orbital ligante a
do antiligante. Os trés elétrons de valéncia dos trés atomos ocupariam a OM ligante
e 0 OM néo-ligante (Figura 14.2b).

No Lis, 0s quatro OM (dois ligantes e dois antiligantes). A presenca de dois
OM néo-ligantes entre os orbitais ligantes e antiligantes diminui a diferenca de
energia entre os mesmos. Os quatro elétrons de valéncia devem ocupar os dois OM
de menor energia, ambos orbitais ligantes (Figura 14.2c).

A diferenca entre os niveis energéticos dos varios orbitais diminui ainda mais
a medida que aumenta o numero de elétrons no “cluster”. E, quando o numero de
atomos se torna muito grande, os niveis energéticos dos orbitais estao situados tao
proximos uns dos outros que quase formam um continuo (Figura 14.2d).

Por definicdo, o numero de OA deve ser igual ao numero de OM formados.
Como existe apenas um elétron de valéncia por atomo de litio e como um OM pode
conter até dois elétrons, conclui-se que somente a metade dos OM da banda de
valéncia 2s serd preenchida (os OM ligantes). Assim, basta uma pequena
quantidade de energia para promover um elétron para um OM desocupado.

Os OM estendem-se nas trés dimensdes sobre todos os atomos no cristal,
fazendo com que os elétrons passem a ter uma grande mobilidade, sendo esta
construgcdo a responsavel pela acentuada condutividade térmica e elétrica dos
metais. Quando, por exemplo, uma peca metalica é aquecida numa de suas
extremidades, os elétrons ali situados adquirem energia e se movem para um OM
desocupado, onde podem migrar rapidamente para qualquer outra parte do metal, o
que faz com que a peca toda sofra uma elevagéao de temperatura. Do mesmo modo,
a conducao da eletricidade ocorre através de uma pequena perturbacdo que
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promove um elétron para um nivel nao-preenchido, onde ele pode mover-se
livremente.

Orbitais atdmicos Orbitais moleculares

a) Li, /— - Antiligante

——THT K

Alumuhtomo \’
' ”_ - Ligante

b) Li; Annhganle
2

S— 41 { T Nao-ligante
T ! \\ 1 r

Alomgammohmmo hY
1 2 3
\—i 11+ Ligante
i
c) Li, / LI

1

Atomo Atomo Atomo Atomao
1 4

d) Li, (metal) F/———————] Muitos OMs pouco
f————" espagados formando
£—————" ums banda (observe
2s 25 L————""- quehanniveisde
— — energia e n eiétrons,
— 1 .'T de modo que 2
i_l e — banda esta apenas
Atomo Muitos Atomo semipreenchida)

1 atomos n

Figura 14.2 - Evolucao dos diagramas de orbitais moleculares até a formagao de
bandas nos metais

Consideraremos agora o metal sodio (Z=11) para explicar o modelo de
bandas de energia, uma vez que também o atomo de sddio tem uma estrutura
eletronica relativamente simples (1s%2s%2p°3s’).

Nos atomos isolados, os elétrons estdo ligados aos nucleos e s6 podem
ocupar niveis de energia bem definidos.

Os 11 elétrons do atomo neutro de sddio distribuem-se colocando dois no
nivel 1s, dois no nivel 2s, seis no nivel 2p e um no nivel 3s, como esta indicado na
Figura 14.3a. Os elétrons nos niveis mais baixos (1s?, 2s?, 2p°) estdo fortemente
ligados e constituem os elétrons do cerne (regido préxima ao nucleo) do atomo de
sédio (Figura 14.3b) e ndo originam bandas, ja que estao protegidos ou blindados
pelos elétrons de valéncia.
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Js wememm Nivel de energia

1 1 ado . i . oy
(dtomo isolado) Electrdo de valéncia (3s')

I 2[’ —
25 oo
'r?_jb Electroes do
E cerne
E1s%; 28% 2p°)
15 —
(c1) (/))

Figura 14.3 - (a) Niveis de energia num atomo isolado de soédio. (b) Arranjo dos
elétrons num atomo de sodio. O elétron exterior 3s', ou elétron de valéncia, é o mais
fracamente ligado e pode participar na ligacao metalica.

Por outro lado, numa amostra sélida de sédio, os atomos estdao préximos e
tocam uns nos outros. Os elétrons de valéncia encontram-se deslocalizados (Figura
14.4a) e interagem; os seus orbitais interpenetram-se de tal modo que os niveis de
energia originais, bem definidos, separam-se uns dos outros (desdobram-se) e
originam bandas de energia mais largas (Figura 14.4b).
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Figura 14.4 - (a) Elétrons de valéncia deslocalizados numa amostra do metal sédio.
(b) Niveis de energia numa amostra do metal Sédio: notar a expanséo do nivel 3s
para dar lugar a uma banda de energia, e o fato da banda 3s estar mais proxima do
nivel 2p, devido a descida dos niveis 3s dos atomos isolados de soédio provocada
pela ligacao.
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Cada elétron de valéncia numa amostra do metal sédio, por exemplo, tem de
estar, de acordo com o principio de exclusdao de Pauli, num nivel de energia
ligeiramente diferente. Assim, se houver N atomos de sddio na amostra, onde N
pode ser um numero enorme, havera, na banda de energia 3s, N niveis de energia
3s' que s6 diferem muito ligeiramente. Cada nivel de energia designa-se por estado.
Na banda de energia de valéncia, os niveis de energia estdo tdo préximos que
formam uma banda continua de energia.

A Figura 14.5 mostra parte do diagrama de bandas de energia do sédio
metalico em funcdo da distancia interatbmica. No sédio metalico soélido ha
sobreposicao entre as bandas de energia 3s e 3p. No entanto, como s6 ha um
elétron 3s no atomo de sddio, a banda 3s esta apenas semipreenchida, a exemplo
do litio mostrado na Figura 14.2. Em consequéncia, é necessaria muito pouca
energia para excitar os elétrons do sédio desde os niveis ocupados para os niveis
desocupados mais altos originado-se, assim, uma corrente de elétrons. Por isso, o
sédio € um bom condutor como o cobre, a prata e o ouro que também tém bandas s
exteriores semipreenchidas.

Energia, eV

Distincia interatomica

—10 F ;’/ de equilibrio
I
|
L. !

0.5 1.0 15

Distancia interatomica, nm

Figura 14.5 - Bandas de energia de valéncia no metal sédio. Note-se o
desdobramento dos niveis s, p e d.

No berilio e magnésio metalico, o nivel 3s esta preenchido com dois elétrons.
Mas a banda 3s sobrepde-se a banda 3p, o que permite que alguns dos elétrons
passem para esta banda, originando uma banda combinada 3sp parcialmente
preenchida. Nao obstante a existéncia de uma banda 3s totalmente preenchida, o
magnésio e o berilio sdo bons condutores. Analogamente, o aluminio que tem uma
configuracdo 3s? 3p? é também um bom condutor, porque a banda 3p parcialmente
preenchida se sobrepde a banda preenchida 3s (Figura 14.6c).
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Figura 14.6 - Diagramas esquematicos de bandas de energia de alguns condutores
metalicos. (a) sédio: 3s'; a banda 3s esta semipreenchida porque sé ha um elétron
3s'. (b) magnésio, 3s?: a banda 3s esta preenchida e sobrepde-se a banda vazia 3p.
(c) aluminio: 3s? 3p’: a banda 3s esta preenchida e sobrepde-se a banda
semipreenchida 3p.

14.3.5 Modelo de bandas de energia da conducao elétrica uma analise mais
aprofundada

Em atomos isolados os elétrons possuem niveis de E discretos, mas num
sélido cristalinos a situacdo é diferente, encontramos varios atomos em posicdes
fixas da rede - alinhados geometricamente — com grupos de nucleos repetidos
periodicamente.

e O qué ocorrerd com os niveis de energia discretos dos elétrons constituintes
dos atomos quando sao aproximados para formar um cristal final?

e O qué ocorrera com as energias permitidas de um “elétron livre” se este se
encontra em uma regiao de potencial periédico como aquela formada pelos
atomos agrupados no cristal?

A primeira questdao pode ser respondida pela teoria de bandas. Quando
aproximamos um certo numero de atomos entre si os elétrons passam a sofrer a
influencia do potencial causado pelos outros nlcleos, até se tornar impossivel
distinguir quais elétrons “pertencem” a quais atomos. Todos os elétrons que ocupam
um mesmo orbital nos varios atomos ficam com um mesmo estado quantico. Porém
pelo principio de exclusdo de Pauli, aplicavel agora ao sistema de todos os atomos
interagindo ndo podemos ter mais do que dois elétrons ocupando um mesmo estado
quantico. Deste modo, cada orbital deverd dividir-se em multiplos orbitais, para
poder acomodar todos os elétrons que se encontravam anteriormente nos mesmos
orbitais. Os orbitais externos interagem primeiro, enquanto que os mais internos
somente interagem quando os atomos se interpenetram muito para causar
apreciavel superposicao dos orbitais.

Desta forma em um cristal com N atomos idénticos, cada estado se divide em
N novos estados, cada um podendo ser ocupado por dois elétrons com spins
opostos. Os niveis de energia, anteriormente muito bem definidos, sdo substituidos
por faixas (bandas) de energia cujos valores estao bem préximos uns dos outros. Os
intervalos que separam estas bandas nao podem ser ocupados por nenhum elétron
(gap). A largura das bandas é funcao do grau de iteracdo entre os orbitais dos
atomos vizinhos, e, portanto da distancia entre os atomos, ndo dependendo do # de
atomos existentes no cristal. Isto significa que varias propriedades importantes
originadas do esquema de bandas no dependem do tamanho da amostra (# de
atomos existentes). Desta forma, quanto mais atomos séo adicionados ao sistema
mais niveis de energia teremos em cada banda. Se considerarmos que um sélido
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contem da ordem de 10%® &tomos/mol vemos que os niveis em cada banda sao
extremamente préximos uns dos outros (0 espagamento entre os niveis € em media
da ordem de 10 '® eV) de modo a formar uma banda praticamente continua, assim
um elétron num cristal pode saltar livremente de um nivel para outro desde que ,
evidentemente o proximo estado nao estiver ocupado.

Para ilustracdo considere um cristal, formado por N atomos, de um elemento
da Tabela 14.2.

Tabela 14.2 - Configuracao eletrénica no grupo IVA.

Elemento Numero atémico Configuracao
C 6 15°25°2p°
Si 14 15°25°2p®3s°3p”
Ge 32 15°25°2p°3s°3p°3d 'Y4s°4p°
Sn 50 15°25°2p°®35°3p°®3d'%45°4p°®4d'955°5p”

Imaginemos que € possivel variar o espagamento entre &tomos sem alterar o
tipo da estrutura cristalina fundamental (célula unitaria). Se os atomos estao
suficientemente afastados de modo que a influéncia entre eles possa ser
considerada desprezivel, os niveis de energia coincidirdo com aqueles do atomo
isolado. As duas subcamadas externas para cada elemento da Tabela 14.2 contém
dois elétrons s e dois elétrons p; assim, se ignorando 0s niveis das camadas mais
internas no lado direito da Figura 14.7a que ha 2N elétrons preenchendo
completamente os possiveis 2N niveis s, todos com a mesma energia. Visto que a
subcamada atdmica p apresenta seis estados possiveis, nosso cristal imaginario
com atomos muito espacados possui 2N elétrons, os quais preenchem em terco dos
possiveis 6N estados p, todos no mesmo nivel.

Atomo
isolado
E G E 4V estados
{GN estados t 0 elétrons
19 Z - 5
/7| 2N elétrons {ZN p elétrons Banda de conducado
~

Largura ! )
dda banda J2N s elétrons
proibida” | 2V estados

6/V estados )

- . 1
= ./ 2N estados <~ | 4N estados
= | 2V elétrons | 14N elétrons
: Banda de valéncia
R B F———— - IL o merme e e
Niveis de energia |
das camadas mais |
internas nao a.fetac_i‘as : Espacamento da
pela formag;ao do cristal L/ rede cristalina
Espacamento interatdmico, d d
(a) (b)

Figura 14.7 - A Figura mostra como os niveis de energia sao divididos em bandas
de energia, quando estes atomos sdo aproximados para formar o cristal.

Se diminuirmos o espagamento interatémico do nosso cristal imaginario (para
isto basta que nos desloquemos da direita para a esquerda na Figura 14.7a), um
atomo exercerd uma forca elétrica sobre os atomos vizinhos. Devido a esta
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influéncia entre atomos, havera superposicao (interacao) das funcdes de onda e o
cristal se apresentard como um sistema eletrénico que obedece ao principio da
exclusédo de Pauli. Assim, os 2N estados s degenerados se expandem em energia. A
separacdo entre niveis é pequena, mas como N é muito grande (= 10%°cm™®) o
espalhamento total entre as energias maxima e minima pode ser de varios elétron-
volts, se a distancia interatdmica for diminuida suficientemente. Este grande niumero
de niveis de energia discretos, mas bastante proximos é chamada banda de energia
e esta indicado esquematicamente pela regido inferior sombreada na Figura 14.7b.
Os 2N estados nesta banda estdo totalmente preenchidos com 2N elétrons.
Analogamente, a regido superior escura na Figura 14.7a é uma banda de 6N
estados, os quais possuem apenas 2N dos seus niveis ocupados por elétrons.

Notamos que ha um intervalo de energia (uma banda proibida) entre as duas
camadas acima, o qual diminui quando o espacamento atémico diminui. Para
distancias muito pequenas (nao indicadas na Figura 14.7a, mas mostradas na Figura
14.7b), estas bandas ficardo superpostas. Sob tais circunstdncias os 6N estados
superiores unem-se com os 2N estados inferiores, dando um total de 8N niveis,
metade dos quais sdo ocupados pelos 2N + 2N = 4N elétrons disponiveis. Neste
espacamento cada atomo fornece quatro elétrons para a banda; assim sendo nao
podemos mais dizer que estes elétrons pertencem as subcamadas s ou p de um
atomo isolado mas, sim, que pertencem ao cristal como um todo. Levando isto em
consideracao, os elementos a Tabela 14.2 sao tetravalentes, pois cada um deles
contribui com quatro elétrons para o cristal. A banda ocupada por estes elétrons é
chamada de banda e valéncia.

Se 0 espacamento entre os atomos decresce para um valor abaixo daquele
para o qual as bandas se superpdem, entdo a interacdo entre atomos sera muito
grande. A estrutura de bandas de energia depende entdo da orientacéo relativa dos
atomos no espaco (a estrutura do cristal) e do numero atémico, o qual determina a
configuracao eletrénica de cada atomo. As solucdes da equacao de Schrddinger sdo
complexas e aproximadas e foram obtidas para poucos cristais. Estas solu¢des nos
levam a concluir que o diagrama de bandas de energia € algo parecido com o
representado na Figura 14.7b. No espacamento da rede cristalina (conforme
indicado pela linha tracejada vertical) temos a banda de valéncia preenchida com 4N
elétrons separados pela banda proibida (onde nenhum estado de energia é
permitido) de extensdo Eg a partir da banda vazia que consiste em 4N estados
adicionais. Esta banda superior vazia é chamada de banda de condugéo.

Finalmente na Figura 14.8 é apresentada uma comparacao dos diagramas de
niveis eletrébnicos num atomo isolado e numa agrupacéao de atomos para formar um
cristal.
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Figura 14.8 - Elétrons de valéncia em um metal (s6dio).

Definimos metal: um soélido que contém uma estrutura de bandas
parcialmente preenchida e que sob a influencia de um campo elétrico aplicado, os
elétrons podem adquirir uma energia adicional e mover-se para 0s estados
superiores (de maior energia); visto que estes elétrons constituem a corrente, esta
substancia € um condutor e a regido parcialmente preenchida € a banda de
conducéao.

Podemos explicar a origem bandas de energia de uma outra perspectiva
considerando o potencial periédico formado por varios atomos num cristal (a
segunda pergunta do item 14.3.4). O que ocorrera com as energias permitidas de
um elétron livre se este se encontra em um potencial periédico como aquele da
Figura 14.77?

Segundo esta abordagem as bandas também podem ser explicadas
considerando a Ep em funcao da distancia segundo a qual o elétron livre pode ter
energias que variam continuamente com seu numero de onda k (k=2n/A) e E

2
v2w+8’;2m E-Ely=0 (14.12)
h2

= 5ok* (14.1b)

A expressado 14.1a é a forma familiar da equacao de Schrédinger, segundo a
Equacao 14.1b o elétron pode ter qualquer energia positiva.

Quando o elétron se move numa regido de potencial periddico a onda a ele
associada sofrera certas interacbes com a estrutura do meio. Se o comprimento de
onda do elétron for maior que o espaco interatdmico do cristal, essa iteracdo podera
ser desprezada. Com o aumento da velocidade e consequente, diminuicdo do
comprimento de onda, este A podera satisfazer a Lei de Bragg para determinadas
familia de planos (A < 2a). Em conseqiéncia havera uma rejeicao da estrutura para
a propagacao dessas ondas. Isto significa que ondas com A = 2a (ou qualquer onda
com nA = 2a) nao podem propagar-se através do cristal. Surgem assim,
comprimentos de onda do elétron que levam a valores de energia proibida. A
abordagem esta relacionada com o numero de onda e a descontinuidade do
espectro energético do elétron no cristal. E interessante salientar que quanticamente
o elétron num meio de potencial peridédico ndo sofrera iteracdo, desde que seu
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comprimento de onda nao fosse aquele correspondente a condicdo de difracao de
Bragg. Porém num cristal real, o elétron sofre colisbes ineldsticas com ondas
causadas pelo movimento vibracional de compressao e expansao da rede (fénons).
Essas ondas destroem momentaneamente o arranjo peridédico perfeito. Elétrons
também podem ser espalhados por defeitos, os quais diminuem o livre caminho
médio dos elétrons e limitam sua velocidade. Outro médio de chegar
espontaneamente as bandas é pelo calculo, usando a Mecanica Quéntica (métodos
numericos), porém tais calculos obscurecem o significado fisico da banda e se
afastam dos objetivos deste texto.

Finalmente podemos afirmar que a estrutura de bandas depende da estrutura
cristalina (ou seja da orientacao espacial relativa dos atomos) e do numero atémico
(constituicao eletrénica).

14.4 Modelo microscoépico da conducao eletrénica

A teoria de bandas forneceu resultados qualitativos sobre os estados de
energia permitidos que o elétron podera ocupar em um cristal. Porém essa teoria
nao responde:

e Como a densidade de estados de energia permitidos (niUmero de estados por
volume unitario do sélido) esta distribuida em funcao da energia dos estados?

e Dada uma distribuicdo de estados de energia permitidos qual a probabilidade
de um estado estar ocupado por um elétron numa dada temperatura?

14.4.1 Distribuicao de equilibrio dos elétrons nas bandas

Para a primeira questdo usamos o modelo do elétron livre encerrado numa
caixa tridimensional de Sommerfeld (de acordo com este modelo os elétrons de
valéncia dos atomos que constituem o cristal podem se movimentar livremente
através do volume de metal, esses elétrons sdo blindados dos ions, pelos outros
elétrons mais internos presos a rede). Deste modo praticamente nenhuma forca atua
sobre eles e a energia total desses elétrons é s6 cinética sendo desprezada a
energia potencial.

Elétrons de todo os metais atuam muito proximamente com elétrons livres
(metais simples alcalinos, alcalinos terrosos, elementos representativos) exceto
naqueles metais com superposicao de orbitais d, f. Nestes metais os elétrons nos
orbitais d tendem a ser mais localizados e menos moveis daqueles nos orbitais s, p.
Os metais Be, Mg, Ca, Sr, Ba, Ga, In, Tl e Pb, também sao simples. Metais de
transicdo como os metais nobres (Cu, Au e Ag) e lantanideos e actinideos nao séao
simples.

Para um elétron confinado numa caixa unidimensional de tamanho, a, os
valores possiveis de energia sao:

h? h? him?
k? = ~N;;0uE=—"—n;

E=—— 2 ' ix
8n'm 8ma 2ma

(14.1¢)

onde o numero de onda, k=nm/a, porque ni=2a, assim, # =2—e Ny € um numero
T

inteiro positivo. Para uma caixa em trés dimensdes (Figura 14.9)
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2 2 222 (2 n? 2
L ¥ a0 LWL PP
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- n, , 1. L .
onde k=—>-¢, +——¢€, + €, =P &N nyen; sio inteiros positivos e a, b e ¢
a C

2.2

. ~ . ~ hoo .
as dimensdes da caixa. Da relacédo E =%k , vemos que os estados de energia

somente dependem do modulo do vetor de onda ‘IZ‘ , ndo da sua direcdo. Isto

—

k

quando a=b=c (caixa cubica) conforme a Figura. 14.10 que representa o estado
fundamental (zero Kelvin) de um sistema a de N elétrons, os orbitais ocupados
podem ser representados por pontos em uma esfera no espaco. A energia na
superficie da esfera é a Energia de Fermi.

b

significa que no espaco, K, as superficies equienergéticas sdo esferas de raio

2
Cc
CA
V'O V=oco
o —
b y - 0 &
qa €

Figura 14.9 - Caixa em trés dimensdes.

A zero K todos os estados de menor energia sdo preenchidos por elétrons
tendem a ocupar os niveis de mais baixa energia. Assim a zero K existira um nivel
de energia separando os estados ocupados (totalmente preenchidos) dos estados
vazios. Este nivel, o de mais alta energia preenchido é denominado nivel de Fermi
(ou Energia de Fermi). No estado de menor energia o elétron tem um vetor de onda
Kk, correspondente a essa maxima energia, Eg. Os estados preenchem uma esfera
de raio K, conhecida como superficie de Fermi.
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Figura 14.10 - No estado de menor energia o elétron tem um vetor de onda KE,
correspondente a essa maxima energia, Eg. Os estados preenchem uma esfera de
raio Kr, conhecida como superficie de Fermi.

Para calcular a densidade de estados permitidos de energia permitidos de um
elétron N(E) ou (densidade de orbitais) considerar:

him? him?
E= n,+n. +n’)=——
2 (M +ny +0;) 2ml?

e R®  (14.3)

Para uma caixa cubicade lado L (a=b =c =L) arelacao

2
R? :n§+n§+n§):%
€ a equacgao de uma esfera de raio R no sistema de coordenadas definido pelos
eixos ny, Ny N, (do espago n) conforme esquematizado na Figura 14.11.

O numero de estados de energia menor que E, ME) pode entdo, ser avaliado
colocando os estados permitidos de energia (pontos representativos de coordenadas
(nx, ny, n;) e contando apenas aqueles no octante positivo da esfera de raio R,
correspondente a energia E escolhida. Somente considera-se o octante de esfera
porque somente sdo permitidos valores inteiros positivos ny, ny, n,. Se a esfera for
dividida em células unitarias cada uma tendo em seu vértice um ponto (ny, ny, n),
entao existira um ponto representativo por volume unitério do octante.
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Figura 14.11 - Cubos unitarios no espaco n, ilustrando o fato de existir um ponto
representativo (ny,ny,n;) por cubo unitario.

Portanto o valor de ME) é simplesmente o volume desse octante

14 14 (2mEY"” L (2m)?
ME) =——1R’=——n = =2 B2 (144
(5) 83 83(?1%2} 6n2(h2j (144

Se N(E) é a densidade de estados, o numero de estados de energia menor que E,
ME) é dado por:

ME) :TN(E)dE (14.5)

ou
N(E) = d ME)/dE  (14.6)

Diferenciando a expressao 14.4 com relagdo a E

NE) =

3 3/2
4L : (—iTj B (14.7)
T

que é a densidade de estados no volume L*, que é exatamente o volume do cubo de
metal. A densidade de estados por unidade de volume sera entao:

1 2m 3/2
NV(E):MZ(h—zj E"? (14.8)

Cada estado pode comportar 2 elétrons, de spins contrarios, teremos que a
densidade total de estados permitidos por volume unitario sera:
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‘ 1 (2mY" ..
N E) =Ny B)=— | =] E (14.9)

O numero de total de estados por unidade de volume e por intervalo de
energia aumenta com a energia do estado, quantitativamente, com a raiz quadrada
dessa energia, conforme a Figura 14.12.

*
Ny (E)

Er E

Figura 14.12 - Densidade total de estados por volume unitario em fungao da Energia
E para o modelo de elétron livre. A zero absoluto todos os estados abaixo da Ef, séo
ocupados por elétrons.

Como ja vimos a zero absoluto os elétrons no sistema todos preenchem os
estados de menor energia, abaixo de uma dada energia, Er, denominada energia de
Fermi. Podemos entédo calcular o numero de elétrons “livres” no metal, Ne, sabendo
que cada estado pode comportar 2 elétrons, de spins contrarios, 2.ME) (ver 14.4)
teremos que a densidade total de estados é dada pela relacao:

E 3 3/2 3/2

3 L> (2m V (2m

N, = J'Nt(E)dE = o [h_zj E)? = - (h_zj EXY*  (14.10)
0

onde V é o volume do metal e N(E) a densidade total de estados. A energia de
Fermi sera, entao:

2 2 2/3 2
Ee=t | N b P pen e (1a11)
2m{ V 2m

onde ne é a densidade de elétrons livres (elétrons/cm®). A energia de Fermi a T=0
em trés dimensoes.

Na Tabela 14.3 sdo apresentados os valores das densidades numéricas de
elétrons livres e as energia de Fermi da varios elementos, a 0 K.
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Tabela 14.3 - Densidades numéricas de elétrons livres e energia de Fermi dos
elementos, a 0 K.

Elemento Massa atomica ne=N/V Er (eV)
Elétrons/ cm?®
Al 26,98 18,1x10% 11,7
Ag 107,87 5,86x10% 5,50
Au 197,0 5,90x10% 5.53
Cu 63,54 8,47x10% 7,04
Fe 55,85 17,0x10% 11,2
K 39,10 1,4x10%° 2,11
Li 6,94 4,70x10% 4,75
Mg 24,31 8,60x10% 7,11
Mn 54,94 16,5x10%° 11,0
Na 22,99 2,65x10°° 3,24
Sn 118,19 14,8x10% 10,2
Zn 65,37 13,2x10% 9,46

A energia cinética total de todos os elétrons livres no metal pode ser expressa
em termos de Er.

E 3/2
F V (2m
— t — 5/2
E.= {N EEdE=_; [—hz j E;

E. :%NeEF (14.12)

No modelo do elétron livre, a energia cinética total € a energia total dos
elétrons. A energia cinética média por elétron sera:

E, :%EF (14.13)

Para o cobre Ex=4,224eV, bem diferente do valor classico da distribuicdo de

Bolzmann, superior & Ex da teoria cinética pois por essa teoria a T=0, Ex=0 e a
energia térmica na temperatura ambiente T=300K é da ordem de KT=0,026eV; k =
8,6167x10° eV/k.

Nota: da teoria cinética dos gases a energia cinética média Ex ao longo de

. , . = 1 -n
uma coordenada direcional é definida como: Ex= 5 KT e em conseqgliéncia a

energia cinética média em trés dimensdes é Ex = % KT, sendo esta expressao a
energia cinética por atomo.
Exemplo 1: Quantos elétrons por unidade de volume ocupam estados de energia

abaixo de 0,5 eV de energia de Fermi no sédio metalico a 0 K? Admitir que cada
atomo fornece um elétron livre.
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Cada estado pode comportar 2 elétrons, de spins contrarios, teremos que a
densidade total de estados permitidos por volume unitario sera:

1 (2m\)"”?
Ef Ef 3/2
1 (2m
n =|NY(E)dE= ~—— | E!/*dE
e 'E[ ( ) i[ 2752 [hZ j F

n', =

e

3
— 1
J-3,24X1,6E—19 1 (2T)2Ezd|5=5,8x1027eletrons/ m’

h

2,74x1,6E-19 D qr2

14.4.2 Distribuicao de Fermi-Dirac com a temperatura

Relembrando a segunda questdo: Dada uma distribuicdo de estados de
energia permitidos qual a probabilidade de um estado estar ocupado por um elétron
numa dada temperatura?

Utilizando a estatistica quéntica de Fermi-Dirac, pode-se calcular a
distribuicdo de probabilidade para a ocupacdo dos estados de energia permitidos
para um dado numero de particulas. O resultado é a distribuicdo de Fermi-Dirac,
dada por:

f(E) = (14.14)

exp{E IZTEF }+1

Para T = OK:
e f(E)=1paraE<Ere
e f(E)=0paraE > Er.
A distribuicdo de densidade de estados ocupados é dada por:

(14.15)

312 172
n(E)dE = N}, (E)f (E)dE = 2—12(2—mj E
T

n’ E—E,
——+1
CXP{ KT }

Exemplo 2: Qual a probabilidade de um elétron de conducdo da prata ter energia
cinética de 4,9 eV na temperatura de 300 K? Dados da prata: 1 elétrons para
conducéao;M = 107,87 g/mol; p = 10,49 g/cms.

Resolucdo: Primeiramente, encontramos a densidade de elétrons no material:
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p=N. M
V Na
23 7
N NA g g 5 G2 X102 oo elétrons
M 107 ,87 p—

\"
A Energia de Fermi da prata:

2/3 ’ 2/3
Er = 0.365eV.(n m)Z’(Vj —0365eV.(107 cm)2.(5,85 %10% e'ect%j =5.50eV

Agora aplicamos o resultado na funcéo probabilidade de Fermi-Dirac:

f(E) = ! = ! =1

exp[E_Efj+l exp 49-550 ).,
KT 1.38x107% x 300

A funcao probabilidade indica que a probabilidade é 1, pois E < E; isto é, o estado

em questao tem uma grande probabilidade de estar ocupado.

Exemplo 3: Demonstrar que as equagdes da energia de Fermi séo iguais.

> (37N 2/3 5
E, :h_ T Ng :h_(3n2ne)2/3
2m{ V 2m

E, =0,365¢Vnm’ (NN)A

Exemplo 4: Quantos elétrons por unidade de volume ocupam estados de energia
abaixo de 0,3 eV de energia de Fermi prata a 0 K? Admitir que cada atomo fornece
um elétron livre.

NxM N - pN,

PEVXN, " T M
N5
Ef =0,365eVnm2(Vj -

N__ _pX N, _105g/cm’ x6,023x10”el/mol
vV ° M 107,87g/mol

1 cm=10"nm é ne na Equagdo 14.11 com o qual calculamos a Er

Ef = 0,365¢Vnm?(n, )”* = 55¢V

O numero de elétrons por volume unitario dentro de 0,5 eV abaixo da Er a 0 K é

obtido pela integracéo da Equacao 14.9 em funcgéo de E.
: 1(2m\"" L,

Ny (E) =2N, (E) = W(ﬁ—zj E

E=E,; -0,3eV E =5,2eV

3

3/2 (N ,
(ZTJ BN =L (—zmszszzs,wxlonm
h 5’22752 hz Cm3

=5,86x10%eletrons cm’

1
2

N} (E) = 2N, (E) =
27



377

Exemplo 5: Admitindo um elétron livre por atomo, calcular a densidade numérica de
elétrons livres na Ag e Au cujas densidades sdo 10,5g/cm® e 19,3 g/cm®
respectivamente, Calcular a Ef em ambos os casos.

N r
Ag: n, = PNA N, = 5.86x22 eletrons
M cm’
pN, elétrons

Au:n =12 -
ey Me=S9IX22=

Exemplo 6: Calcular a Energia de Fermi para Al, K, Sn.
a) para o Aluminio:

p=2,7g/cm’
M = 26,98g/mol

2,

3
Ef =0,365eVnm* (%]

~ NxM
PEVXNA ~
3 23
E:Ne:prA:Mg/cm X 6,023x10 eI/moI:6’027><1022 el/em?
\ M 26,98g/mol

3 elétrons/atomo conduzindo x 6,027 x10* el/cm3 x 107 = 180,81 4tomos/nm3

Ef = 0,365eVnm>(180,81)%
EfA|= 11,67 eV

b) para o Potassio:
p=0,856g/cm’

M = 39,09g/mol

3 23
H:Ne: pxNA _ 0,856g/cm” x6,023x10 els/mol _1318%102 el/cms
Vv M 39,09g/mol

1 elétron/atomo conduzindo x 1,318x10** atomos/cm?3 x 107*' = 13,18el/nm3

Ef = 0,365eVnm>(13,18)"
Ef = 2,04 eV

c) para o Estanho:
p=7,310g/cm’
M =118,710g/mol

N_ e PXNA _ 7,310g/cm’ x6,023x10* els /mol
\" M 118,710g/mol

4 elétrons/atomo conduzindo x 3,70x10* el/cm3 x 107" = 148 el/nm3

Ef = 0,365eVnm>(148)7
Ef = 10,21 eV

=3,70x10%

Exemplo 7: Calcular a energia de Fermi e a temperatura de Fermi para o Fe.
p=7.874g/cm’
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M =55,845g/mol
N _ e PXNA _7.874g/cm’ x6,023x10el/mol
Vv M 55,845g/mol

2 elétrons/atomo conduzindo x 8,492x10* el/cm3 x 107" = 169,84 atomos/nm3

Ef = 0,365eVnm” (169,84)%
Ef=112eV

=8,492%x10*

A temperatura de Fermi é szErf, onde k é a constante de Boltzmann

k =8,625x107eV /K
~ 11,2eV
8,625x107°eV /K

Te= 129855 K

14.5 Materiais condutores: modelo microscopico

Nos solidos condutores a uma dada temperatura e na auséncia de campo
elétricos e magnéticos, existe uma populacao de elétrons praticamente livres quanto
a direcao das suas velocidades. Ou seja, que o0 numero de elétrons que se desloca
em uma direcdo é igual ao que se desloca na dire¢do contraria de modo que nao ha
um a corrente liquida, ou seja, a velocidade média é nula. Logicamente a média real
das velocidades dos elétrons ndo € nula, visto que elas sdo grandezas
estatisticamente independentes. Havera de fato uma corrente elétrica flutuante
cadtica, na auséncia de qualquer campo, como resultado das flutuagdes estatisticas
no vetor soma das velocidades de elétrons. Esta corrente e espontanea é a fonte de
‘ruido” nos circuitos elétricos e geralmente determina o limite méaximo de
sensibilidade dos sistemas utilizados para detectar sinais fracos.

A situacdo se modifica quando um campo constante g(V/m) é aplicado ao
sélido, os elétrons sao acelerados ou desacelerados, de acordo com a direcao de
seu movimento em relagdo a direcdo do campo (gas de elétrons). Os elétrons
acelerados podem ainda, perder ou diminuir sua energia nas colisdes que sofrem
devido as imperfeicbes ou impurezas que existem na rede cristalina. A corrente
elétrica resultante é proporcional a velocidade média de deslocamento (drift) vq dos
elétrons, e esta é determinada pelo campo aplicado e pela velocidade das colisées.

Somente os elétrons cuja energia esta proximo da Er podem ser acelerados,
ja que os demais ocupam estados rodeados por estado ocupados e na podem trocar
de estado conforme o principio de exclusdo de Pauli. Como conseqliiéncia, a
densidade de elétrons que se comportam como livres (elétrons de condugédo) num
metal é de arredor de 1% da densidade de elétrons de valéncia, mesmo no caso de
densidades de corrente muito elevadas em bons condutores. Vamos lembra alguns
conceitos para poder estabelecer a velocidade de deriva.

14.5.1 Corrente e movimento de cargas

A corrente elétrica se define como a passagem de carga através da area de
secao reta de um condutor. A Figura 14.13, mostra um segmento de condutor
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percorrido por uma corrente, com o0s portadores de carga em movimento. Se AQ for
a carga que passa pela area A de secéo reta, no intervalo de tempo, t, corrente | é

_AQ
1="5 (14.16)

! G - o e [ \:

|
1 |
|}

gL)—2a( )~ w
Figura 14.13 Segmento de um fio condutor.

As unidades de | sdao A=C/s. O sentido da corrente €& tomado,
convencionalmente, como o sentido do fluxo de carga positiva. Nestes condutores os
elétrons, se deslocam no sentido oposto ao da corrente.

Voltamos a Equacao (14.16) qual € essa carga AQ? Seja ne 0 numero de
elétrons livres por unidade de volume num condutor de area de secgao reta (ne foi
deduzido anteriormente, é a densidade numérica de portadores de carga, N/V (ver a
Tabela 14.4). Imaginemos que cada particula tenha a carga g e se desloca com
velocidade de migracao v4. No intervalo de tempo, At, todas as particula no volume
AvyAt (Figura 14.14) atravessardo o elemento de area assinalado. Ora o numero de
particulas neste volume é n AvgAt e carga elétrica destas particulas é

Figura 14.14 NO intervalo de tempo, Dt todas as cargas no volume sombreado
passam por A. Se forem n os portadores por unidade de volume, cada qual com
carga q, a carga total no volume é AQ =qnAv At velocidade de migragéo é vy.

AQ=qgnAv,At  (14.17)

a corrente é entao

AQ
I=—=gnAv 14.18
At q a )
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Esta equagéo relaciona a corrente com a velocidade de deslocamento e pode
ser usada para calcular a corrente devida ao escoamento de qualquer tipo de
particula carregada, substituindo a velocidade v4 pela velocidade da particula. O
movimento dos elétrons livres no condutor é bastante complicado. O que seria essa
vg? Na auséncia de campo elétrico as velocidades dos elétrons livres num condutor
metalico sdo bastante grandes, da ordem de 10°m/s, mas velocidade, média é nula
como foi mencionado acima. Quando ha um campo elétrico externo aplicado os

S
elétrons no condutor sofrem uma aceleragdo em virtude da forga e E e adquirem
uma velocidade com a direcao oposta a do campo. A energia cinética que adquirem,
porém é rapidamente dissipada nas colisbes com os ions da rede do metal. Os
elétrons sdo assim novamente acelerados pelo campo aplicado. O resultado final
deste processo de aceleracado e dissipacdo de energia é o do elétron ter uma
pequena velocidade de migracdo, numa direcdo oposta o campo. Esta velocidade
representa a velocidade média de deslocamento dos elétrons na direcao oposta &

forca imposta pelo campo, E .

Exemplo 8: Calcular a velocidade de migracao de elétrons num fio de cobre de raio
0,815mm percorrido por uma corrente de 1A. Admitir 1 elétron livre por atomo.

AQ
I= ol gnAv,
B 1IC/s
(1L6x107°3)(8,47x10% at/m’)(m.(8,15x107* m)?
Um valor bastante pequeno para os padrbes macroscopicos, entdo porque a
emissao de luz acontece quase instantaneamente ao se fechar o interruptor?

=3,45x10°m/s

Vi

O transporte de quantidade significativa de carga num condutor elétrico nao é
fruto do movimento rapido de poucas particulas, mas do deslocamento lento de um
grande numero destas.

13.5.2 Resistividade em funcao das propriedades dos elétrons livres e ions

Uma das mais importantes caracteristicas dos sélidos metalicos é a facilidade
de transmitir corrente. Sendo a Lei de ohm aquela que relaciona o fluxo de corrente |
(passagem de carga) através de um circuito com uma determinada resisténcia, R e
com uma dada tenséo, V

V=Rl (14.19)

as unidades de | :Ampere, (C/s); R : ohms (V/A) e V : Volts (J/C). R é influenciada
apela geometria da amostra e é proporcional ao comprimento, L do segmento e
inversamente proporcional a area de secao reta, A

L
R=p— (14.20
Py ( )

A constante de proporcionalidade p é a resistividade. Assim, como resultado define-
se uma outra propriedade mais caracteristica e que independe da geometria - é a
resistividade p. Podemos reescrever entdo a Equacao 14.20
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p= %; [Q-m]:mhos  (14.21)

onde L é a distancia entre dois pontos entre os quais a voltagem é medida sendo A,
a area da secao perpendicular ao passo da corrente. Uma outra propriedade
igualmente importante é o reciproco da resistividade, ¢, a condutividade,

o:& [@7m' (14.22)

Uma vez que provavelmente nenhuma propriedade de materiais apresenta
uma variacao tao grande, este sera nosso parametro conveniente para estabelecer
um sistema de classificacdo elétrica entre os materiais. Os sélidos apresentam até
27 ordens de grandeza de diferenca de 6 (Gmetal puro=10°Q 7'M, Gisolante=1072Q'm™,
(Gsemicondutor=10°-10#Q'm™). Na Tabela 14.5 sdo apresentados valores da
condutividade térmica e elétrica a temperatura ambiente para varios materiais.

Tabela 14.5 - Condutividades térmicas e elétricas tipicas a temperatura ambiente.

Material Condutividade térmica Condutividade elétrica
ot (W/m2C) 6 (Qm)’
Prata (pureza comercial) 420 6,3x10’
Cobre, LOAC (OFHC) 390 5,85x10’
Cobre + 2% Be 180 2,0x10’
Ouro 290 4,25x10’
Aluminio (comercial de 530 3.5x107
alta pureza)

Aluminio + 1% Mn 192 2,31x10’
Latéo 115 1,56x10’
Tungsténio (comercial) 167 1,82x10’
Ferro (lingote comercial) 66 1,07x10’
Aco 1010 47 0,7x10’
Niquel (comercial) 62 1,03x10’
Aco inoxidavel tipo 301 16 0,14x10’

Grafite 170 (em média) 10° (em média)
Vidro de janelas 0,9 2-3x10™
Baquelite 0,43 1-2x10™"
Lucite 0,17 107"7-10™"
Vidro de borossilicato 1,15 1077-10
Mica 0,51 107710
Polietileno 0,33 10™-107"7

Exemplo 9: Demonstrar que a lei de Ohm pode expressar-se como densidade de
corrente, J = ce€.

J=I/A é a corrente por unidade de area, e e=V/L, assim,

J=o¢

I/A=(1/p)(V/L)

mas R:p% ~1/p=RA/L



382

V=RI
Exemplo 10: Escreva duas equacdes de transporte conhecidas que sdo analogas a
V=RI
V=RL mas 1=2Q cv_rQ
At ot
j D daC oV oT

difussdo & ; T= T] & | fluxode calor k Térmica &

A lei de Ohm afirma que a resisténcia de um certo condutor é independente
da corrente que o atravessa e, portanto, independe da queda de potencial. Se o
campo ¢ for uniforme a diferenca de voltagem no segmento condutor de
comprimento L, sera

V=eL (14.23)'

Entdo R e p independem de €. Substituindo (14.20) e (14.23) em (14.19)

L
“I=¢L (14.24
Py ( )

1=1eA  (14.25)
p

Agora relacionamos a corrente num condutor com a densidade de elétrons livres por
unidade de volume, ne, com a velocidade de migracao v4, com o valor da carga do
elétron g=e, e com a area da secao reta do condutor. Igualando as Equacdes 14.18
e 14.25

gnAv, =—LeA  (14.26)
p

€
n.ev,

e

p= (14.27)

Se a lei de Ohm for vélida para o condutor p#p(e) e pela Equacao 14.27 v4 €
proporcional a €. Na presenca de um campo elétrico, o elétron livre esta sob a acao

IR
de uma forca eE. Se esta fosse a Unica forca atuante, o elétron teria aceleracao e

N
eE/ms e sua velocidade seria uniformemente crescente. Pela Equagédo 14.27
admite-se, no entanto a existéncia de um estado permanente, no qual a velocidade
vq € constante e proporcional ao campo. Admite-se, entdo que o elétron livre é
acelerado durante um curto intervalo de tempo (ou seja, que o elétron nao é
acelerado indefinidamente) podemos supor entdao que ele perde regularmente toda
sua energia cinética em consequéncia das colisbes com os fénons impurezas ou

' Materiais 6hmicos sao aqueles para os quais a resisténcia ndo depende da voltagem nem da
corrente. Em materiais ndo 6hmicos a resisténcia depende de |, e V ndo é proporcional a L.
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outras imperfeicoes da rede (discordancias, vacancias). Depois de essas colisdes a
velocidade dos elétrons ndo tem qualquer correlacdao com a velocidade de migracao
dos elétrons no metal. Justifica-se esta hip6tese pelo fato da velocidade de migracao
ser tao pequena diante da velocidade térmica, cadtica dos elétrons.

Exemplo 11: Calcular a velocidade media quadratica dos elétrons em equilibrio
térmico com os ions do cristal (velocidade de agitacdo térmica) considerando o
modelo do gas de elétrons na temperatura ambiente.

Do ponto de vista classico T = 0 K, Ex dos elétrons livres = 0, quando o condutor é
aquecido os elétrons livres adquirem Ex = 3/2kT que se transmite ao gas de elétrons
devido as colisbes. Na auséncia de campo elétrico o modelo de gas de elétrons
considera que os elétrons livres se movimentam tal qual as moléculas de um gas
num recipiente. Esses elétrons se encontram em equilibrio térmico com os ions da
rede e a velocidade media quadratica deles pode ser calculada pelo teorema de
equiparticado de energia, segundo uma distribuicdo de velocidades de Maxwell
Boltzmann. A T ambiente Ex = 0,04 eV. A velocidade média quadratica sera a
igualdade entre Ey =3/2kT e Ex =1/2mv2neq Vgm=Vmed=(3KT/m)"?=1,17x10°m/s Valor
extremamente maior que a velocidade calculada no exemplo 8. Ou seja, a
velocidade de migracdo provocada pelo campo ndo tem qualquer efeito sobre esta
velocidade térmica. Compare com a velocidade de Fermi.

Seja T um tempo médio, contado a partir da dltima colisdo de um elétron

N
qualquer. Como a aceleragao é eE /m, a velocidade de migracéo é

v, :%T (14.28)

e

Substituindo a Equacéao 14.28 na 14.27

e e m

p= = =M (14.29)
ne(fr ner b NeT

m m

e e

O tempo t € o tempo de colisdo, a media dos tempos entre duas colisdes
sucessivas. A distancia média que um elétron percorre entre duas colisdes
SuCessivas , VmedT, € 0 percurso livre médio, A. Que substituindo na Equacgao 14.29

p="Telmea (14 30)

ne-\
Sera que p depende de vimeq € A? Ora conforme a Lei de ohm p#p(e) e comom, ne e
sao constantes as Unicas grandezas que podem depender de € SA0 Vieq € A.

O percurso livre médio esta relacionado com o tamanho dos ions e com o
numero de estes por unidade de volume. Seja um elétron com velocidade v se
deslocando através de uma regiao da rede, com os ions estacionarios (ver Figura
14.15). Considerando os ions esferas rigidas e o tamanho do elétron desprezivel.
Havera colisdo ion - elétron quando a distancia entre os dois, medida a partir do
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centro do ion, for r, o raio do ion. Num intervalo d e tempo, ti, 0 elétron percorre um
a distancia vt;. Se houver um ion cujo centro esteja dentro do volume cilindrico
nrvty, o elétron colidirda com ele. Na colisdo, havera modificagdo da direcdo do
movimento no elétron, e depois do tempo t, havera outra colisdo se o centro de um
fon estiver no volume mrlvt,. Assim no tempo t=ti+ to +...., 0 elétron colidira com
todos os fons cujo centro esteja no volume mr?vt. Ora, 0 numero de estes ions é
NionTrVt (sendo nien: NuMero de fons por unidade de volume). A distancia total
coberta pelo elétron, vt, dividida pelo numero de colisdes da o percurso livre médio,
A.

vl=1vh + vy + vl

Raio =7
Elétron
puntiforme

lon da rede

Figura 14.15 Modelo do elétron deslocando-se através de uma rede de ions de um
condutor. O elétron, considerado puntiforme, colide como ion se sua distancia ao
centro do ion for r, sendo r o raio do ion. Se a velocidade do elétron for v, colidira, no
tempo t, com todos 0s ions cujos centros estiverem no volume mrvt

A L _ 1 a3
- I"]ionﬂ-’rzvt - r]ionﬂ:r2 - r]ionA .
MV e
=—<c-md (1430
ne’i ( )

sendo A=nr? a 4rea da secdo reta dos ions da rede.

Na Equacédo 14.31, nem nj,, nem r dependem do campo. Portanto, pela
interpretagéo classica de vmeq € A, nenhum dos parédmetros depende de €, e assim a
resistividade nao depende de €, é a Lei de Ohm.

E a dependéncia com a tempetarura?

O percurso livre médio depende exclusivamente do raio e da densidade
numérica dos ions, que nao dependem da temperatura. A Unica grandeza da
Equacdo 14.30 que depende da temperatura, na interpretacdo classica, € a
velocidade média vimeq, que é proporcional a JTe que foi calculada no exemplo 11.
Experimentalmente, no entanto, a resistividade p é fungéo linear da temperatura.
Além disso, quando se calcula a p a T = 300 K, com a distribuicdo de Maxwell-



385

Boltzmann para a vmeq € @ Equacao 14.31 para o percurso livre médio, o resultado
numeérico é cerca de seis vezes maior do que o resultado medido.

Exemplo 12: a) Dados o percurso livre médio A =0.4nm e a velocidade media da
corrente no cobre Vmes=(3KT/m)"2=1,17x10°m/s, a 300K, calcular o valor classico da
resistividade do cobre. b) O modelo classico sugere que o percurso livre médio seja
independente da T e que Vvmeq S€ja dependente da T. Com este modelo qual o valor
de p a 100K?
MV 9,1x10~*'kg(1,17x105m/ s)

ne’A 8,47x10*e/m*(1,602x107"* ) (4x107'"m)
Mas o valor experimental de da resistividade do cobre 1,7x10%Q.m! sete vezes
menor p=(0,123uQ.m)(100/300)"2=0,071pQ.m
Pelo modelo classico entdo p=p (Vmed ,A) Mmas ha discrepancia quanto aos valores
calculados e medidos experimentalmente, também ha discrepancias enquanto a T,
}\«, € Vmed-

=1,23x1077Qm = 0,123uQ2m

A teoria classica da condugéao fracassa porque os elétrons nao séo particulas
classicas. E preciso levar em conta, no modelo teérico, a natureza ondulatéria do
elétron. Em virtude desta natureza, e também do principio da exclusao, a distribuicao
de energia dos elétrons livres num metal ndo € dada, nem mesmo de modo
aproximado, pela distribuicado de Maxwell-Boltzmann. Além disso, a colisdo entre um
elétron e um ion da rede cristalina ndo é semelhante a colisdo de duas particulas
rigidas, mas envolve o espalhamento das ondas dos elétrons pela rede. Para
entender a teoria quéntica da conducdo precisamos compreender, pelo menos
qualitativamente, a distribuicdo de energia dos elétrons livres de um metal.

14.6 Teoria quéantica da conducao elétrica

Podemos aproveitar a Equacado 14.30 da resistividade, com a velocidade
Fermi ur em lugar da velocidade média Vmeq:

— meuF
Ty (14.32)
Temos agora dois problemas. Primeiro como a velocidade Fermi €
aproximadamente independente da temperatura, a resistividade dada pela Equacéao
14.32 é independente da temperatura, a menos que o percurso livre médio seja
funcdo da temperatura. O segundo problema € o das ordens de grandeza. A
expressdo classica da resistividade, com vnyeg calculada pela distribuicdo de
Maxwell-Boltzmann, da valores que sdo cerca de 6 vezes maiores do que 0s
medidos a T = 300 K. Como a velocidade de Fermi ur é cerca de 16 vezes maior do
que o valor de vneq calculado pela distribuicdo de Maxwell-Boltzmann, o valor de p
dado pela Equacao 14.32 é cerca de 100 vezes maior do que o valor medido. A
resolucao dos dois problemas esta no céalculo do percurso livre médio A.
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14.6.1 O espalhamento das ondas dos elétrons

Na Equacao 14.31, do percurso livre médio (A = 1/ni;nA), a grandeza A = r® é
a area da secao de cada ion da rede oferecida a colisdo com os elétrons. No calculo
quantico, o percurso livre médio esta relacionado com o espalhamento das ondas
dos elétrons pela rede cristalina. O calculo exato mostra que, se o cristal for
perfeitamente ordenado, A=, isto €, ndao ha espalhamento das ondas. O
espalhamento sé ocorre em virtude de imperfeicoes da rede, que nada tém a ver
coma area das secoes retas dos ions. Conforme a teoria quéntica do espalhamento
dos elétrons, o pardmetro A depende dos desvios dos ions da rede em relacdo a
uma rede cristalina perfeita e ndo do tamanho dos ions. As causas mais comuns
desses desvios sdo as vibragdes térmicas dos ions na rede ou a presenca de
impurezas.

Quando se adota A = 1/ni,nA para o percurso livre médio, temos que
reinterpretar o significado do parametro A. A Figura 14.16 mostra as imagens
classica e quantica deste parametro. Na imagem quéntica, os ions da rede sao
pontos no espaco que ndo tém dimensdes, mas oferecem uma area A = 7re®, em
que ro € a amplitude das vibracdes térmicas. A energia da vibragcdo no movimento
harménico simples é proporcional ao quadrado da amplitude, portanto a ry°. Entéo, a
area A eficaz no espalhamento € proporcional a energia de vibracdo dos ions na
rede. Ora, pelo teorema da eqUiparticdo da energia, a energia média destas
vibragbes € proporcional a kT ( este teorema vale para distribuicbes de Maxwell
Boltzmann). Portanto, A é proporcional a T e A proporcional a 1/T. Entdo, a
resistividade dada pela Equacdo 14.30 é proporcional a temperatura, conforme
mostram as medidas experimentais.
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(D)

Figura 14.16 - a) Modelo classico dos ions da rede como esferas rigidas de raio r
que oferecem uma area 7r® & colisdo com os elétrons. b) Imagem quantica dos ions
da rede como pontos que viboram em trés dimensdes. A area oferecida aos elétrons é
7}, sendo r, a amplitude das oscilagdes dos fons.

A area efetiva A provocada pelas vibracoes térmicas pode ser calculada. Os
resultados levam a valores da resistividade que se ajustam bem aos valores
experimentais. Na temperatura T = 300K, por exemplo, a area eficaz do
espalhamento é cerca de 100 vezes menor do que a area da secao reta dos ions.
Assim, o modelo dos elétrons livres nos metais leva a uma boa descricado da
conducao elétrica se a velocidade média classica vmeq for substituida pela velocidade
Fermi ur e se as colisdes entre elétrons e os ions da rede forem interpretados como
o espalhamento das ondas quénticas dos elétrons, espalhamento este que depende
exclusivamente dos afastamentos da rede cristalina em relacdo a uma rede
perfeitamente ordenada. Pelo modelo atual entdo p=p (pps elasticas dos ions, T).

Exemplo 13: Com a resistividade do cobre a 20 °Cp=17-10°Q-m, calcule a
velocidade de Fermi, vf, e com esse resultado obtenha o percurso livre médio dos
elétrons de condugao para esse metal.

Resolucao:

Sendo a densidade do cobre = 8,93 g/cm® e a massa atémica = 63,5 g/mol.
Calculamos a energia de Fermi pela equacéao:

2
N d-NA

E; =0,365eV - nmz(%T onde v e substituindo os valores, tem-se:
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%: 8,47-10* elétrons /m* , entdo E; =7,04eV

2-E

V; = L onde m é a massa do elétron: m, =9,11-10~'kg com isso tem-se:

-19
v, - [27.04. (s 10 ) 157.10°m/s
911-10"

e para o percurso livre dos elétrons tem-se a seguinte equacgao:
7\‘ — m * Vf

n-e-p

(0.11-10™)-(1,57-10°)

(8.47-10%)-(1,6-10™")-(1,7-107%)
a) Dados o percurso livre médio A=0,4nm e a velocidade média vmnes=1,17x10°> m/s
da corrente no cobre a 300 K, calcular o valor classico da resistividade do cobre. (b)
O modelo classico sugere que o percurso livre médio seja independente da
temperatura e que vmgq Seja dependente da temperatura. Com esse modelo, qual
seria A a 100 K?

=6,20-10"7""m

_ me vaed
n, xe’xA\A
9,11x107" x1,17x10°
P 8 9x10° x6x107 ) m
: x(1L6x107™ ) x0,4x10™
63,5
p=124x10"" ><—'100=7,15><10‘1°Q.m
/300

14.6.2 Mobilidade de deslocamento

Da Equacdo 14.28 podemos obter a mobilidade de deslocamento como a
relacdo entre a velocidade de deslocamento por unidade de campo elétrico

= u, == 14.33
My m Mg c ( )

e

Esta grandeza fornece uma medida da maior ou menor facilidade com que o
elétron pode deslocar-se através de um dado material e depende da temperatura e
do tipo de impureza presente nesse material (depende da natureza do processo de
espalhamento).

14.6.3 Velocidade de deriva dos elétrons num metal — resumo

A temperatura ambiente, os cernes idnicos positivos num cristal de um
condutor metélico viboram em torno das respectivas posigbes de equilibrio e tém,
portanto, energia cinética. Os elétrons livres trocam continuamente energia com os
ions da rede através de colisdes elasticas e inelasticas. Como ndo hd um campo
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elétrico exterior, 0 movimento dos elétrons é aleatério; e como ndo ha movimento
preferencial dos elétrons numa dada direcado ndo had uma corrente elétrica global. Se
for aplicado um campo elétrico de intensidade E ao condutor, os elétrons serédo
acelerados até uma determinada velocidade no sentido oposto ao do campo
aplicado. Os elétrons colidem periodicamente com os cernes ibnicos na rede e
perdem energia cinética. Apds uma colisdo, os elétrons sao de novo acelerados pelo
campo aplicado. Em conseqliéncia, a variacao no tempo da velocidade dos elétrons
€ representada por uma curva em "dente de serra", como a da Figura 14.17.

8

S

Colisoes

Velocidade da derivada
dos electr

Tempo

l———— 2T ———]

Figura 14.17 - Velocidade de deriva dos elétrons em funcédo do tempo, no modelo
classico da condutividade elétrica do elétron livre num metal.

O tempo médio entre colisbes é 21, sendo Tt 0 tempo de relaxacdo. Os
elétrons adquirem, por este processo, uma velocidade média de deriva vq4 que €
diretamente proporcional ao campo elétrico aplicado E. A relagao entre a velocidade
de deriva e o campo aplicado é

Va=-pE  (14.34)

onde a constante de proporcionalidade p (mi) em m?/(V.s) é a mobilidade do elétron.
O sinal "menos" resulta do fato de os sentidos de vq4 € E serem opostos.

Considere-se o fio da Figura 14.18 com uma densidade de corrente J
movendo-se no sentido indicado. A densidade de corrente é, por definicdo, a taxa a
qual as cargas atravessam um qualquer plano perpendicular a J. Isto é, passam
através do plano um certo nimero de Ampéres por metro quadrado ou Coulombs
por segundo por metro quadrado.

A corrente de elétrons num fio metalico sujeito a uma diferenca de potencial
depende do numero de elétrons por unidade de volume, da carga do elétron -e (-
1,60x107"° C) e da velocidade de deriva dos elétrons, vq. O fluxo de carga por
unidade de area ocorre a uma taxa - nevyq. Por convencdo, a corrente elétrica é
considerada, porém, como uma corrente de cargas positivas, e por isso a densidade
de corrente J é expressa com um sinal negativo. A equacao é entao

J=-nevy (14.35)
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Fluxo de corrente
(fluxo de carga positiva)

\ J

Fluxo de electrbes
(fluxo de carga negativa)

J
Figura 14.18 - Uma diferenca de potencial ao longo de um fio de cobre origina um
fluxo de corrente de elétrons, como se indica no esquema. Em virtude da carga do
elétron ser negativa, o sentido da corrente do elétron é oposto ao sentido
convencional da corrente, que corresponde a uma corrente de cargas positivas.

Exemplo 14: Por um fio de aluminio de 1 mm de didametro passa uma corrente de 1
mA a temperatura ambiente. Calcular a velocidade de migracao dos elétrons livres
nesse material e comparar com a velocidade dos elétrons que possuem a a energia
de Fermi. Estimar o tempo médio entre colisbes para o elétron no fio.

I=neAvd

_ 3X2,7x6,02.10%

=1,8.10% elétrons /m*
26,98

A=7,85.10"m?

Substituindo na férmula:

Vd =4,4210"m/s

Ef = 11,63 eV, calculada pela formula 1
Vf=2,02.10°m/s calculada pela formula 2

Vf é muito alta em relagédo a velocidade de migracao

m.c

Estimar o tempo:t=—--=7,06.10"s
ne

Exemplo 15: Qual deve ser o menor diametro de um fio de cobre de 8m de
comprimento para que sua resisténcia elétrica seja de 1 ohm.

-8
R :p_.I, A:p_'lzmzz,ﬂ.loqm2
A R
2
A:H.d
4

d=0,53 mm
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Exemplo 16: (a) Calcule a velocidade de arraste dos elétrons no germéanio a
temperatura ambiente a mobilidade do elétron para o germanio € de 0,38 m?/V-s e
quando a magnitude do campo elétrico € de 1000 V/m. (b) Sob essas circunstancias,
quanto tempo um elétron leva para se deslocar transversalmente através de uma
distancia de 25 mm de cristal?

a) V4 = teE = (0,38 m?/V-s)(1000 V/m) = 380m/s

-3
b) t= i = 25x10° =6,58x10"°s
V, 380

14.7 Resistividade elétrica dos metais

Como ja vimos elétrons livre podem se mover no interior de um cristal ideal
(perfeito) sem perder energia. Porém, qualquer alteragdo na estrutura do cristal
causara o espalhamento dos elétrons, que resultard em uma resisténcia ao
espalhamento (resisténcia elétrica). Os fénons (vibracdo da rede) podem produzir
esse espalhamento. Entretanto mesmo préximo ao zero absoluto, se observa
resisténcia elétrica em um condutor real devido a imperfeicées estruturais tais como
discordancias, limites de grédo e atomos de impurezas, que alteram a periodicidade
da rede e dispersam os elétrons. Nos metais puros e ligas metalicas diluidas a
resistividade elétrica total pode ser expressa aproximadamente como soma de dois
termos: uma componente térmica p; € uma componente residual pr

Pota = Pt + Pr =1/c  Regra de Matthiessen (14.36)

A componente térmica, p;, resulta das vibragées dos cernes iGnicos positivos
em torno de suas posicoes de equilibrio na rede cristalina do metal, geralmente
independe do numero de imperfeicées no cristal, desde que estas existam em baixa
concentragdo. A componente residual p, € causada pelas impurezas e imperfeicoes
estruturais, esta componente frequentemente independe de temperatura (para
Temperaturas nao tao elevadas).

Em relagcdo a componente térmica, a medida que aumenta a temperatura, os
cernes ibnicos vibram cada vez mais, € um grande numero de ondas elasticas
termicamente excitadas (designadas por fondns) difundem ou dispersam os elétrons
de conducgado, do que resulta uma diminuicdo dos percursos livres médios e dos
tempos de relaxacao entre colisdes.

£, =
—Zinl () 200 400 siH) S0
= T ¥ T T T v

208 m

| | | | |
]
YO 200 400 600 800 1000 1200

T.K
Figura 14.19 - Gréfico da resistividade p do cobre versus temperatura.
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Assim, a medida que a temperatura aumenta, as resistividades elétricas dos
metais puros aumentam, uma verificacdo experimental da Equacdo 14.36 é
mostrada para alguns metais na Figura 14.20 e na Figura 14.21 para ligas diluidas
Cu-Ni.

30 Fe,
/
/
/
25+
20
E
c;
2 15+
X
Q
104+
5 -
(1] : 1 1 1 }
—273 —200 —100 0 100 200 300 400 500

Temperatura, °C
Figura 14.20 - Efeito da temperatura na resistividade elétrica de alguns metais.
Note-se que ha uma relagdo quase linear entre a resistividade e a temperatura (°C).
(Zwikker "Physical Properties of Solid Materials” (Pergamon, 1954, pp. 247, 249.)
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Figura 14.21 - Variagcao da resistividade elétrica com a Temperatura para o cobre
puro e para trés solugdes solidas Cu-Ni. O efeito da deformagéo na resistividade da
liga Cu+ 1,12 at.% Ni também é apresentado.

Observe nesta Figura que a resistividade residual aumenta com o aumento do
conteudo de Ni da liga, em solugdo soélida. A componente residual é pouco
dependente da temperatura e torna-se importante apenas a baixas temperaturas
(Figura 14.22).
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i Componente
Py -
Y residual

Temperatura, K
Figura 14.22 - Variacdo esquematica da resistividade elétrica de um metal com a
temperatura absoluta. Nota-se que a temperaturas altas, a resistividade elétrica é a
soma de uma componente residual p, € de uma componente térmica p.

A regra de Matthiessen ndo é tdo exata a altas T e em altos niveis de
impurezas. Acima da temperatura de Debye, o;, a componente térmica dos
condutores € aproximadamente linear, como mostra a Figura 14.22. Nestas
condigdes, as resistividades elétricas de muitos metais podem ser descritas
aproximadamente pela Equacao

PT= P o°cC (1 + OCT(T-T())) (1437)

onde p ¢ = resistividade elétrica a 0°C; ar = coeficiente de temperatura da
resistividade, °C '; T = temperatura do metal, °C.

A resistividade pode ser tragada na Figura 14.23 a partir da Equacéo 14.37.
Na Tabela 14.6 estdo indicados os coeficientes de temperatura da resistividade para
alguns metais, or varia entre 0,0034 e 0,0045/°C. , sendo possivel fazer uma
comparacao entre metais e outro materiais.

Tabela 14.6 - Resistividades e coeficientes de temperatura.

Material Resistividade p a 20°C | Coeficiente de temperatura
(Q.m) a a 202C (K™
-8
Aluminio 22,78;(118'8"" 3.9x10°
-8
Cobre 11 ’67;(11(?_821 3,9X1 0-3
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-8
Ferro 1)2)1(2)%& 5,0x103
-8
Prata 1? 4‘;’;11%-851 3.8x10°
Ouro 2,3x10% 3,4x107°
Tungsténio 5,56x10° 4,5x10°
Chumbo 22x10° 4,3x10°
Mercurio 96x10® 0,9x107°
Nichrome (Ni, Cr, Fé) 100x10° 0,4x107°
Carbono 3500x10° -0,5x107°
Germanio 0,45 -4.8x10°
Silicio 640 -7,5x10
Madeira 108-10™
Vidro 10'%-10™
Borracha endurecida 10310
Ambar 5x10'™
Enxofre 1x10™

2a0°C.

Exemplo 17: Calcule a resistividade elétrica do cobre puro a 132 °C, usando o
coeficiente de temperatura da resistividade do cobre na Tabela 14.6.

0,0039 x132° c) =2.42x10"*Qm

o

Pr=Ppcl+0;T)= 1,6x107° Qcm(l +

A adicao de elementos de liga aos metais puros origina uma maior dispersao
dos elétrons de conducao e por isso aumenta a resistividade elétrica dos metais
puros. O efeito de pequenas adicdes de diversos elementos na resistividade elétrica
do cobre puro esta indicada na Figura 14.23. Note-se que o efeito varia
consideravelmente de elemento para elemento. Entre os elementos em pauta, a
prata é o que aumenta menos a resistividade e o fésforo 0 que aumenta mais, para a
mesma quantidade adicionada.
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2,5x10®

p, m

2,0x10

p,(293)
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Percentagem ponderal de impureza

Figura 14.23 - Efeito de pequenas adigbes de varios elementos sobre a resistividade
elétrica do cobre, a temperatura ambiente. (F. Pawlek and K. Reichel, Z. Metallkd.,
47,347 (1956.)

A adicao de maiores quantidades de elementos de liga, por exemplo, 5 a 35%
de zinco ao cobre, para obter latdo cobre-zinco, aumenta a resistividade elétrica, isto
€, faz baixar muito a condutividade elétrica do cobre puro, como se mostra na Figura
14.24.
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Figura 14.24 - Efeito devido a adi¢cées de zinco no cobre puro, na reducao da
condutividade elétrica do cobre.
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Figura 14.25 - Resisténcia relativa de trés amostras de sddio em funcao da

temperatura. As trés curvas correspondem a mesma dependéncia funcional, mas as
resisténcias sao diferentes em virtude do teor de impureza de cada amostra.
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A Figura 14.25 mostra as curvas tipicas da variacao da resisténcia com a
temperatura para amostras de sédio metalico contendo diferentes teores de
impurezas. Quando a temperatura tende a zero, p; tende a zero e a resistividade
tende para o valor constante p;, devido as impurezas presentes.

Resumo: A presenca de impurezas num metal provoca desvios em relacao a
regularidade perfeita da rede cristalina. Os efeitos das impurezas sobre a
resistividade sdo aproximadamente independentes da temperatura. A resistividade
de um metal contendo impurezas pode ser escrita ha forma p = p; + pi, €m que p;
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uma parcela devida ao movimento térmico dos ions da rede e pi numa parcela
associada as impurezas.

14.13 Condutividade em materiais i6nicos (opcional)

Ambos os cations e anions em materiais ibnicos possuem uma carga elétrica,
e como conseqliéncia, sdo capazes de migracdo ou difusdo quando um campo
elétrico esta presente. Portanto uma corrente elétrica resultara do movimento destes
ions carregados, os quais estardo presentes em adi¢do aquele devido a alguma
mobilidade eletrénica. E claro que as migracdes de anions e cations ocorrerdo em
direcdes opostas. A Condutividade total, oitey de um material ibnico é portanto
equivalente a soma de ambas as contribui¢cdes, eletrénica e idbnica, como se segue:

O total = O eletronica + O idnica

Qualquer contribuicdo pode predominar dependendo do material, de sua
pureza, e € claro da temperatura. Uma mobilidade p; pode ser associada com cada
espécie ibnica como segue:

ui=nieDi/kT

onde n; e D; representam respectivamente, a valéncia e o coeficiente de difusdo de
um ion particular; e, k, e T representam respectivamente a carga do elétron, a
constante de Boltzmann e a temperatura absoluta em Kelvin. Portanto a contribuicao
ibnica para a condutividade total aumenta com a temperatura, assim como a parcela
de contribuicdo eletrdnica. No entanto, apesar destas duas contribuicbes para a
condutividade, muitos materiais i6nicos se mantém isolantes até mesmo em
elevadas temperaturas.
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Exercicios
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. Quantos elétrons por unidade de volume ocupam estados de energia abaixo de

0,5eV de energia de Fermi no sédio metalico a OK? Admitir que cada atomo
fornece um elétron livre.

. Admitindo um elétron livre por atomo, calcular a densidade numérica de elétrons

livres na Ag e Au. Comparar o resultado com aqueles da Tabela 14.3.

. Calcular a Energia de Fermi para Al, K, Sn.

Calcular a energia de Fermi e a Temperatura de Fermi para o Fe.
Demonstrar que as equacgdes da energia de Fermi séo iguais.
Explique os conceitos de superficie de Fermi e energia de Fermi.

Qual a probabilidade de um elétron de conducéo da prata ter energia cinética de
4,9eV na temperatura de 300K?

Pode um sdlido ter elétrons de valéncia em numero suficiente para resultar em
um esquema de energia com bandas totalmente preenchidas e bandas
totalmente vazias, e ser um condutor elétrico? Explique.

Das ligacbes idnicas, covalentes e metélicas, qual (ou quais) delas tem maior
possibilidade de levar o material a se comportar como um isolante? E um
semicondutor ? E um condutor?

10. A densidade de elétrons de valéncia nos metais € da ordem de 102 elétrons por

11.

cms3. Por que um numero tao grande de elétrons contribui tdo pouco para o calor
especifico desses materiais? Em que condicdes essa contribuicdo se torna
significativa? Por qué?

A energia de Fermi e o espagcamento interplanar da prata metalica s&o
respectivamente, 5,51 eV e 2,35 A. Mostrar que os elétrons de maior energia, a
zero Kelvin, ndo satisfazem a condicéo de difracao de Bragg ( se 0 A <= 2a ha
difracdo). Que energia cinética teria um elétron com a energia para ocorrer
difracao?

12.Considere um sélido cuja energia de Fermi seja de 5eV. Avaliar a temperatura

em que a probabilidade dos elétrons estarem 0,5 eV acima da energia de Fermi
seja de 1%. A temperatura ambiente (20° C), que porcentagem de elétrons esta
acima de Ef?

13.Calcular a energia média dos elétrons de conducéo a 0 K para o cobre e para o

Litio.

14.Com a resistividade do cobre a 20°C da tabela 26.1, calcule a velocidade de

Fermi, vf, com esse resultado obtenha o percurso livre médio dos elétrons de
conducao para esse metal.

15.a)Demonstrar que as equacodes da energia de Fermi sdo iguais.
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b) Explique a diferenca entre os conceitos de superficie de Fermi e energia de Fermi.

16.Deduzir a energia cinética média de todos os elétrons livres do cobre em termos
de Ef. Determinar a velocidade média efetiva dos elétrons de valéncia a 0K para
esse elemento.

17.Que mecanismos explicam a resistividade elétrica dos metais?Qual (ou quais)
dependem da temperatura?

18.Por um fio de aluminio de 1mm de didmetro passa uma corrente de 1 mA a
temperatura ambiente. Calcular a velocidade de migracao dos elétrons livres
nesse material e comparar com a velocidade dos elétrons que a energia de
Fermi. Estimar o tempo médio entre colisdes para o elétron no fio.

19.Qual deve ser o menor diametro de um fio de cobre de 8m de comprimento para
que sua resisténcia elétrica seja de 1 ohm.

20.Com a resistividade do cobre a 20°C da tabela 26.1 calcule a velocidade de
Fermi, vg, com esse resultado obtenha o percurso livre médio dos elétrons de
conducgao para esse metal.

21.Dois fios condutores elétricos, a e b, tem a mesma resisténcia elétrica e séo
feitos do mesmo material. O didmetro de a é o dobro do didmetro de b. Qual a
razao entre seus comprimentos? Se os dois condutores estiverem conduzindo a
mesma corrente elétrica, qual sera a razao entra as densidades de corrente de
cada um? E entre as quedas de tensao entre seus terminais? E entre os campos
elétricos no interior de cada um?

22.A medida da densidade do gas de elétrons livres num metal é a distancia rs, que
se define como o raio da esfera cujo volume é igual ao volume disponivel por
elétron de conducdo. (a) Mostrar que re=(3/41n)"3, em que n é a densidade
numérica de elétrons livres. (b) Calcular rs no cobre, dando a resposta em
nanémetros.

23.(a) Dados o percurso livie médio A=0,4nm e a velocidade média Vmss=1,17x10°
m/s da corrente no cobre a 300 K, calcular o valor classico da resistividade do
cobre. (b) O modelo classico sugere que o percurso livre médio seja
independente da temperatura e que vmgq Seja dependente da temperatura. Com
esse modelo, qual seria A a 100 K?

24. Qual velocidade de um elétron de conducao cuja energia € a de Fermi para o Al ,
K, Sn?

25.Calcular a energia média dos elétrons de conducéo, na temperatura T=0, do (a)
cobre e do (b) litio.
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26.Num gas ideal, a energia média das particulas, Emeq, € 0 nUmero N de particulas
do gas estao relacionados com a pressao pela equacao PV = 2NE¢/3. Use a
expressao para calcular a pressao do gas de elétrons, de Fermi, no cobre. Dé o
resultado em newtons por metro quadrado (Pa) e compare a pressdao com a
atmosférica, da ordem de 10° N/m?. (Observacdo: As unidades transformam-se
pelos fatores de conversdo 1 N'm? =1 jm3e 1 eV =1,6x1079}).

27.Quando se abaixa, de 300K até 4K, a temperatura de uma amostra de cobre
puro, a queda de resistividade € muito maior do que a diminuicdo que se
observa, nas mesmas condicdes, com amostra de liga de cobre e zinco. Por
qué?

28.Na temperatura T=273 K, a resistividade do Na é 4,2 Q.m, ado Au é 2,04 Q.m e
a do Sn 10,6 Q.m. Com estes valores e com as velocidades de Fermi que foram
calculadas no problema 8, determine o percurso livre médio dos elétrons de
conducao de cada elemento.

29.Qual a diferencga entre as energias em que o fator de Fermi € 0,9 e 0,1, a 300 K,
no cobre, potassio e aluminio?

30.Qual a probabilidade de um elétron de conducao da prata ter a a energia cinética
de 4,9 eV, a T=300 K?

31.Quando um elemento de liga é adicionado ao cobre (por exemplo, Zn), a
condutividade elétrica é alterada? Por qué?

32. Estimar a mobilidade dos elétrons de valéncia do cobre a temperatura ambiente.
Essa mobilidade depende da temperatura? Por qué?

33.Explicar o conceito de massa efetiva do elétron. Por que esse conceito sé tem
sentido quando consideramos elétrons no interior de um cristal? Por que a massa
efetiva depende da estrutura cristalina do material e, em alguns casos, até
mesmo da direcao cristalografica que o elétron se desloca em um mesmo cristal?

34.Demonstre que as duas expressdes para a lei de Ohm, Eq. 19.1 e 19.5, sao
equivalentes.

35.(a) Utilizando os dados da tabela 19.1, calcule a resisténcia de um cabo de
aluminio de 3mm de diametro e 2m de comprimento. (b) Qual corrente circula se
a diferenga de potencial entre os extremos é 0,05V? (c) Quanto vale a densidade
de corrente? (d) Qual é a magnitude de campo elétrico entre os extremos do
cabo?

36.Que diferenca existe entre conducéo ibnica e conduc¢éao eletrénica?

37.Se um material metalico for resfriado através da sua temperatura de fusdo a uma
taxa extremamente rapida, ele ird formar um sélido ndo-cristalino (isto €, um vidro
metalico). A condutividade elétrica do metal ndo-cristalino ser4d maior ou menor
do que a do seu analogo cristalino? Por qué?
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38.Explique sucintamente o que se deseja dizer por velocidade de arraste e
mobilidade de um elétron livre.

39.(a) Calcule a velocidade de arraste dos elétrons no germanio a temperatura
ambiente e quando a magnitude do campo elétrico é de 1000 V/m. (b) Sob essas
circunstancias, quanto tempo um elétron leva para se deslocar transversalmente
através de uma distancia de 25 mm de crista?

40.Sabe-se que um semicondutor do tipo n possui uma concentracao eletrbnica de
3X10"m™. Se a velocidade de arraste do elétron é de 100 m/s em um campo
elétrico de 500 V/m, calcule a condutividade do material.

41. A partir da Figura 19.9, estime o valor de A na equacéo 19.11 para o zinco como
impureza nas ligas cobre-zinco.

B

c,(1-¢)

Ci 1- G Protal(Q2-M) pi(Q-m) A(Q-m)
0.10 0.90 3.9*10® 2.2*10® 2.44*10”
0.20 0.80 5.3*10° 3.6*10° 2.25*10”
0.30 0.70 6.15*10° 4.45*10°® 2.12*10”

Pode-se observar que conforme aumenta o valor de ‘c o valor de ‘A’ decresce.

42.Qual o efeito do aumento da T e aumento da concentracdao de impurezas na
condutividade elétrica dos isolantes? E nos materiais condutores, qual o efeito?

43. A gente fez a suposicdo de que a banda de conducdo esta vazia num sélido
idnico e em um sdlido covalente, Por qué?

44.Como vocé aumentaria a resistividade elétrica de um sdlido, quais as medidas
praticas vocé poderia adotar?

45.Para Conduzir 10A com uma queda de tensao de 0,5 por metro, que diametro
devem ter os arames de a) Prata b) Cobre c) Latdo Amarelo d) Aco Inox tipo 301.
(Vocé deve usar a Tabela 14.5).

46.Suponha que vocé precise de um isolante termico com alta condutividade
eletrica. Qual material vocé recomendaria? E possivel obter esse material?

47.Quais as variaveis que determinam o tempo de relaxacdo? E de que forma?
48.Defina as regras de Matthiessen para resistividade.
49.Materiais condutores sao classificados em dois grandes grupos: aqueles de alta

condutividade e aqueles de alta resistividade, de exemplos desses metais e quais
sao as aplicacées mais comuns de ambos.
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50. Materiais condutores sao classificados em dois grandes grupos: aqueles de alta
condutividade e aqueles de alta resistividade, de exemplos desses metais e quais

sdo as aplicacbes mais comuns de ambos.

Anexo |

Unidades 51 derivadas com nomes e simmbolos especiais.

CGrand eras S5mibolo Expressies em E axp ressies em
owuwirar unidades unsdades ST hasicas
SI
Freqiéncia H= 5!
Forca I m-l';g-s'2
Pres=do Pa Mo ® 1711'1-1-;g-s'2
Energia, trabalho, J M-m mekgs
gquantidade de calor
Poténcia W J-st kg5
Cuantidade de C -4
eletricidade
carga el étrica
Potencial elétrico K AL - lkegg St
forca eletrormotiiz
Resisténcia elétrica . Voot rrt-lkegg S
Capacidade elétrica F il g gt a2
Fluxo mmagnético Wk Weg - legg 2t
Indugio magnética T Whtn? leg-g2-act
Indutdncia H Wl rr-leg g2
Anexo Il
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= 1
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